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FUNCIONES TRIGONOMETRIC~S 
~ldo Figallo y Paolo Landini 
INTRODUCCION. 
En la primera redacción de este articulo los concep-
tos usados eran los introducidos en (1], pero a sugerencia de 
J. Vargas hemos decidido realizar algunos cambios, para tal 
fin, en primer lugar, generalizamos la noción presentada en [2] 
de sector angular, que nosotros llamamos aqui sector angular 
bás¡co. Luego modificamas la definición 2.1 de [l] de medida 
de sector angular. Finalmente continuamos con el tema objeto 
de esta nota, que es presentar una definición de las funciones 
trigonométricas (seno y coseno), como extensión de ciertas fun 
ciones particulares donde hacemos uso de los sistemas genera-
les de medición de sectores angulares. 
En toda la exposición, la terminología usada es la 
de [ 2 J . 
l. SISTEMAS DE MEDICION DE SECTORES ANGULARES. 
1.1. Recordemos que: 
1.1. . Un ángulo del plano .. es la unión de dos seml.rrectas no 
opuestas con origen común. Las semirrectas se . llaman los la-
dos del ángulo y el origen común se llama el vértice del mismo. 
Para denotar el ángulo de lados ab y a .. c escribimos <bac o <cab 
(Fig.l l. 
l. l. 2. Dado el ángulo < aob y las rectas A y B que contienen a 
sus respectivos lados, el sector angular básico s.~.B (aobl es 
el conjunto Abn Ba([2], pág. 76), las semirrectas ob y oa se 
llaman los lados del sector angular, y o el vértice del mismo 
(Fig. 2). 
1.1.3. Dos sectores angulares básicos s.~.B (mon) y s.~.B(m'o'n') 
se dicen consecutivos si o= o', si los ángulos <mon y < m'o'n' 
tienen un lado en común y si los puntos n', m estan en semipla-
nos opuestos de la recta<Oti .(Fig. 3). 
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1.2. DEFI NIC ION: Un conjunto del plano n se llama un sector an 
gular si e s un ión de sectores angulares básicos consecutivos, 
o si es una semirrecta . En es te último caso dire~os que es un 
sector angular nulo. 
1. 3 . OBSERVACIONES Y NOTAC!O ES 
1.3.1. _odo sector angul ar ba s i~o es un sector angular. 
1.3.2 . Un semiplano es un sector angular. Llamaremos a los s~ 
miplanos, sectores angulares llanos. 
1.3.3. El plano w es un sector angular, l o llamaremos el sec-
tor angular total, y desde ahora en adelante lo representare-
mos con T. 
1.3.4. Si definimos a los sectores angu l ares consecútivos de 
manera análoga a la hecha para sectores angulares básicos, t~ 
nemes que la unión de sectores angulares consecutivos es un 
sector angular. 
1.3.5. Todo sector angu l ar de T determina un ángulo, el vérti 
ce de dicho ángulo se dirá el vértice del sector angular. 
1.3.6. Todo ángulo < aob de T determina dos sectores angulares 
que representaremos con S.A(aobl y S.A(boa ) = (T- S.A(aob )) 
U < aob ( F ig. 4 l . 
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1.3.7 . Con S(Al representaremos al conjunto de todos los se~ 
tores angulares . 
1.3.8. cuando no haya lu9ar a confusión indicaremos a los se~ 
tores anQulares con letras minúsculas latinas o griegas estr~ 
lladas. Cuando necesitemos destacar que el vért ice del sector 
* 
. . * angular u. es el punto p, escr1.b1remos ap. 
1.3.10. Si F y Q son dos figuras de T congruentes ([2), pág. 
165) escribiremos F = Q. 
o 
" 
riq.4 
1.4. DEFINICION: Una función m:S(Al~ R+, se dice un sistema 
de medición de sectores angulares (S .M.A. l si verifica las si 
guientes propiedades : 
M1) m(~) =O si y solo si ~es un sector angular n~ 
lo. 
* * * * M2) Si a - a es m( a ) = m ( a)· 
* * * * M3) Si a y a son consecutivos y m( a)+m( a) ~ m(T) en. 
* * * * tonces m( aua )=m( o l +m( al~m(T j entonces 
* * * * m(oua) =m( a)+m( a>. 
1.5. OBSERVACION: Si m:S(A)~R+ es un S.M.A. Y 1=m(T)entonces 
m( S (A) ) = {m(~ ) : ~ t S (A)} = [O, l ) S R+ · 
En lo que sigue consideraremos una clase particular 
de S.M.A. 
1.6. DEFINICION: Un S.M.A. se dice completo si m(S(A))=[O, 1]. 
1 , 6 . 1 . Es claro que un s.M.A. es completo si y solo si para 
O e existe un sector angular cada número real a con ~ a .. 1 
* * at S(A) tal que m( a)= o. 
l.6.2. PROBLEMA: Indicar un ejemplo de un S.M.A. que no sea 
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completo. 
En [l) hemos estudiado con cierto detalle el Sistema 
Radial y el Sistema Sexa9esimal. Para lo que sigue necesita-
mos la si9uiente noción: 
l. 7. Si f :A- B y 9:C- D son funciones, se dice que g es una 
extensión o ampliación de f si se verifica: 
P l A ~ C , B <i D. 
2•1 f(a)=g(a) para todo acA 
2. LA FUNCION s 1 Y ALGUNAS PROPIEDADES ,m 
2.1. Consideremos un S.M.A. completo m:S(Al ~ R+ 1 y sea r=41"'!Tl. 
Para cada ac(O,rl~R consideremos un triángulo rectángulo como 
el de la figura 5, donde d(a,bl, d(b,c) y d(a,c) designan las 
medidas euclídeas de los segmentos ab, be yac respectivamente, 
• * 
< abe es el ángulo recto y Qa=S.A(cab) es tal que m(a)=a. 
fórmula 
Definimos la función s1 ,m:[O,r)•R por medio de la 
o 
l 
d(b,c) 
d(a,c) 
e 
b 
si x=O 
si x=r 
si 
e' 
Fiq.6 
Con el objeto de graficar la función s 1 indicaremos ,m 
-1 7-
2.2. LEMA: Se verifica: 
l*) S es una funcio·n t d l,m aco a a y para todo xc (O,r] 
vale O ~ s 1 ,m!x) ~ 1 
2.) r 12 r 1 2 "'3 sl,m<-2 l - s ( l s ( l .,~ 
- ~ ' l,m 3 = 2 ' l,m 3 r = -¡-
J•) s 1 ,m es una función creciente, esto es: 
si x,yc [O,r] con x~ y (1) entonces s 1 (x) ~ s 1 (y) ,m ,m 
DEMOSTRACION: Solo demostraremos 3•): Es claro que 
si x=O o y=O, (2) se verifica. Supongamos ahora que vale 
triángulos llabc y lla'b'c' como 
* 
O < x ~ y < r y consideremos los 
* los de la figura 6 con x=m(a 4 ), y=m(a~), por 2.1. 
5 (x) = d(b,c) 131 d(b',c'} l,m d(a,c) , sl,m(y) = d(a',c') (4). Por otra parte 
como O~d(a,c)~d(a' e') entonces d(a,bL e d(a,b) (5) De (5) 
' ' d(a' ,e') .. d(a,c) · 
1 _ d
2 (a,b) 
d 2 (a,c) 
s l- dz(a,b) (6). 
dZ (a' ,e') 
De ( 6) d z ( b, e) ~ dz ( b' , e' l ( 7) , 
d 2 (a,c) d 2 (a' ,e') 
d(b,c) e d(b' ,e') 
Y por lo tanto d(a,c) .. d(a' ,c')(8). De (8), (3) y (4) queda 
comprobado (2). 
2.3. PROBLEMA: Sea 
* angular recto y a p 
que se verifica: 
+ * m:S(A) - R un S.M.A. completo, r un sector 
* * p 
un sector angular tal que a ~ r . Probar p p 
2.4. Usando 2.2., 1•1, 2•1 y 3*) podemos hacer una representA 
ción gráfica de sl,m' (Fig. 7). 
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3. LA FUNCION Senm 
Vamos a definir ciertas extensiones de la función 
5 1,m: 
3 .l. s
2 
: (O, 2r) .. R ( Fig. 8) 
,m 
3.2. s3 ,m: (0,3rl .. R (Fig. 9) 
-s (x-2rl l ,m 
3.3. s4 : [0,4r]-+ R (Fig. 10) ,m 
= l 53 ,m(x) s4,m(xl 
-s (4r-xl l,m 
si r ~ x~ 2r 
si O~ x~ 2r 
si 2r ~ x ~ 3r 
si O~ x ~ 3r 
si 3r~ x~ 4r 
3.4. DEFINICION: Llamaremos función Senm:R 4 R a la definida 
por la fórmula: 
Senm ( x) = Sen4 ,m ( <1) donde x=t. 4r+ <1 con t en ter~ y 
O ~ 11 < 4r. 
3.5. El gráfico de la función Senm' (Fig. ll) . 
3.6. En el caso que el sistema de medición sea el radial, la 
1 función definida en 3.4. se llamará la función seno, y ?ara 
abreviar escribiremos senx en lugar de SenRx. 
Si esta presentación de la función seno se lee con 
cierta ligereza, tal vez ~1 lect~l piense que lo único ~ue se 
ha hecho es introducir compllcaciones inne.:::e~;arias, per~ anali 
, 
, 
-1~-
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1 •• , ... --e 
,, 1 
" 1 
" 1 r 
1 
1 
t 
1 
1 
1 
t 
1 S 
:---.... 2 •• 
--·----~---~-=~~~ 
r ' 
2,. l 
•·2r 
2 r 3 r 
Jr 4r 
1 , 1 
J.'' 1 _____ ,  
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4 •• 
---.. -
Fi9 •. 7 
FiCJ.B 
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Fig.lO 
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zando este método con c i erto detalle , podrá observar que pr~ 
senta algunas ventajas. ~ continuación enunciamos una de ellas, 
que en nuestra opinión es importante. Para fijar ideas trabA 
jaremos con el sistema radial. 
3.7. LEMA: La función seno tiene las siquientes propiedades:· 
~ Si O ~ 11 ~ 2 , entonces: 
1• l Si o. + 11 = 11 
2 •) Si o. = 11 + 8 
3 •) Si o. = 2• - 11 
entonces sen o. = sen 11 
entonces sen Cl =-sen 8 
entonces sen o.= -sen 11 
DEMOSTRACION: Es una consecuencia trivial de la definición 3.4. 
3.8. INTERPRETACION GEOMETRieA 
Consideremos la circunferencia e centrada en el ori-
gen de coordenadas (X,Y) 0 , de radio 1, y sea p un punto de 
ella. Supongamos que las coordenadas cartesianas de p son 
(x,y) y sea q un punto del eje X de coordenadas (x,O). 
* * Sea (lo= pq n XP, (Fig .. 12), entonces si m(Clp)=a, 
es claro que se verifica: y= sen4 a (1), esto es, si p se ,m 
desplaza sobre e en sentido antihorario , determinando un sec-
tor angular de medida tal que 05a<m(T), e ntonces la ordenada 
de pes Sen 4 a. Si ahora pensamos que p ha dado jn jgiros , en , m 
el sentido antihorar i o si n> O o en el sent i do horario si n<O, 
con n entero y x = n.m(T)+a 
Senm(x). (Fig. 13 y 141 . 
y 
Sen ( • l 
.. 
X 
fl g . l) 
entonces la ordenada de p es 
y 
y 
p 
Sen (a) 
-H:;~~~--~ X 111 
riq.l4 
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La interpretación anterior nos sugiere la siguiente: 
3.9. DEFINICION: + Sea un S.M.A. completo r:S(A)~R , T el se~ 
tor angular total. Llamaremos ángulo de más de un giro a todo 
número rea l X tal que m(T)< X O X<-m(T). Y diremos que X con 
tiene jnjgiros si x = n.m(T)+a con O 5 a< m!T l , con n entero. 
3.10. CONVENCION: Para la func ión Senm s e suele usar la si-
guiente notación Senm a=Sen(o.)m' asi por ejemplo: Sens45=Sen45• 
y SenR(¡) =Sen( ¡) Rad. o simplemente Se n ~ . Luego cuando escri 
bamos la expr esión Sen ~ =Sen 45• ( 1 l, e l simbolo Sen del pri-
mer miembro de C 1 l s i gnifica Se nR Y. e l simbo l o Se n del segun-
do miembro de (l ) sign i fica Sens. Es deci r e stamos uti li zando 
el mismo simbolo Sen para representar func i ones distintas. 
4. LA FUNCION Cosm Y ALGUNAS PROPIEDADES 
En és~e párraf o trabajaremos de un modo totalmente 
análogo al de 2. y 3. 
4.1. Consideremos un S.M. A. completo m:S(Al .. R+ y sea r= tm (T ). 
La función c1 ,m:[O,rl .. R está definida por medio de la fórmula: 
c1 ,mlxl = ¡ l si x=O o si x=r 
dCa,b! si X= a (Fig . 5) d(a,c) 
Con el objeto de graficar la función Cosl,m indicar~ 
mos algunas propiedades. 
4.2. LEMA: Se verifica: 
1•1 e es una función acotada y para todo xc[O,r] l,m 
vale O 5 c1 ,mtxl51 
)•) e 1 ,m es una función decreciente, esto es: si 
x, y t [ O , r l con x 5 y entonces Cl (X) i: Cl (y) 
,m ,m 
4.3. Usando 4.2., 1•1, 2°) y 3°) podemos hacer una represen-
tación gráfica de e 1 (Fig. 15) • • m 
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4. LA FUNCION Cosm Y ALGUNAS PROPIEDADES 
En és~e párraf o trabajaremos de un modo totalmente 
análogo al de 2. y 3. 
4.1. Consideremos un S.M. A. completo m:S(Al .. R+ y sea r= tm (T ). 
La función c1 ,m:[O,rl .. R está definida por medio de la fórmula: 
c1 ,mlxl = ¡ l si x=O o si x=r 
dCa,b! si X= a (Fig . 5) d(a,c) 
Con el objeto de graficar la función Cosl,m indicar~ 
mos algunas propiedades. 
4.2. LEMA: Se verifica: 
1•1 e es una función acotada y para todo xc[O,r] l,m 
vale O 5 c1 ,mtxl51 
)•) e 1 ,m es una función decreciente, esto es: si 
x, y t [ O , r l con x 5 y entonces Cl (X) i: Cl (y) 
,m ,m 
4.3. Usando 4.2., 1•1, 2°) y 3°) podemos hacer una represen-
tación gráfica de e 1 (Fig. 15) • • m 
-22-
S. LA FUNeiCN eosm 
Vamos a definir ciertas extensiones de la función 
5.1. e2,m 1 (o, 2r 1 ~ R (Fic¡. 16) 
el,m(x) si O¡ x ~ r 
e2,m(X) = 
-e (2r-x) l,m si r ~ x ~ 2r 
5. 2. el ,m: [0,3r] .. R (Fig. 17) 
e2,m(x) si O~ x ~ 2r 
el,m<x> = 
-e (x-2r) 1 ,m si 2r ~ x ~ lr 
5. 3. e 4 ,m:[0,4r] .. R (Fig. 18) 
el,m(x) si O~ x ~ lr 
e4,m(x) = 
e 1 ,m(4r-x) si 3r ~ x ~ 4r 
5. 4. DEFINieroN: Llamaremos función cosm: R ~ R a la definida 
por la fórmula: 
eosm(x) = Cos 4 ,m(Cl)donde x=t.4r+a con t entero y 
O <Q<4r. 
5.5. El gráfico de la función Cosm. (Fig. 19) 
6. LAS FUNCIONES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE Y COSECANTE 
En este apartado definimos las funciones: tangente, 
cotangente, secante y cosecante. 
6.1. La función Tgm: 
Senm(x) 
= Cosm(x) 
6.2. La función Cotgm: 
Cotqm(x) = 
Cosm(x) 
Senm(x) 
6.3. La función Secm: 
,' 
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6.4 . La f unción cosec : 
m 
Cosecm(x) = 
7 . LA RELACION FUNDAMENTAL 
1 
Se n (xl 
m 
En este apartado probaremos la relación fundamental 
de la trigonometría. 
7 .1. TEOREMA: Para todo x t R se verifica: 
Sen~(x ) + Cos~(x) = 1 
Z:.EMOSTRACIOl'i: Sea x e R entonces x=n.m(T)+ a. con n entero y 
O~ a. ~ m(Tl. 
Se verifica uno y solo uno de los cuatro casos siguientes: 
Si se verifica 1•1 Sen 2 (x)+cos 2 (x) = s 1 (a)+c1 (a)= m m ,m ,m 
d(b,c) 2 + d(a,b) 2 = d(b,c) 2 + d(a,b) 2 = d(a,c) 2 = 1 
d(a,c) 2 d(a,c) 2 d(a,c) 2 d(a,cl 2 
Si se verifica 2•1 Sen~(x) + Cos~(x) = 
= 1s1 (2r-all 2 + (-c1 (2r-a.)) 2 = ,m ,m 
5 2 (2r-a.) + C 2 (2r-a) (l). Si 11= 2r-a. (2), con OSI!Sr. l,m l,m 
Luego de (1), (2) y el caso 1•1 Sen 2 (x)+Cos2 (x)=Sen 2 1!+Cos 2 1!=1 m m m m 
Los restantes casos se prueban en forma análoga. 
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FORMULA DE EULER 
C.rnciela S. Bi~n 
Dldo 1m tri~npt1lo cualquiera siempre podemos detenninar dos cir-
cunf~r~ncia~ rclacionadns con ~1: la circunc.cripta y la inscripta. 
La fórmula de EuJer nos da la relación que existe entre los radios de 
dichas circunferencias. 
A fin de obtener e~ta propiedad, pasemos a enunciar los elementos 
y propic~1dc~ que necc~it~rcmos, segur~nte bien conocidos. 
1-De[i.nicí.ones y propiedades 
En un triángulo ABC se llama: 
meci~ al segmento interior al triángulo que une el punto ~dio de ~ 
da lado con su vértice opuesto; 
aLt~~ al segrr~nto que une cada vértice perpendicul armente con el lado 
opuesto; 
bisectriz de un ányulo de un triányulo al se~nto que equidista de 
los lados del ~nFUlo; 
mediatriz de 11n l:~oc de un triángulo a la semirrecta perpendicular a di 
cho lado en el punto medio. 
Las medianas de un triángulo son concurrentes, es decir, se ínter 
scctan en un punto. l.a~ ;¡} turns, bi~ectrices y ll'cdiatrices tienen la 
mism.1 propied.1d. 
Definición 1: El punto D de concurrencia de las tres bisectrices de 
los ánFulos de un triángulo ~ es llamado centro de inscripción del 
triángulo ABC. 
